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5.4 微視的状態

これまでは、離散的であるような微視的状態を取

り上げてきた。これらの状態は番号を振り、数える

事ができるようなものであった。しかし、いつもそ

のようにはなるとは限らない。

たとえば、古典力学で箱の中に閉じ込められた

質量 m の粒子を考えてみよう。簡単のため、粒子

は x軸方向を行ったり来たりできるだけだとする。

すなわち、1 次元の運動を考える。その箱の長さ

は L とする。このとき、粒子の運動エネルギーは

E = p2/2mであり、その大きさは、最初のエネル

ギーの設定により任意の値を持つ事ができる。（こ

こで pは運動量をあらわす。）

したがって、この粒子のエネルギー状態をその

ままでは離散的に考える事はできない。そのため、

一般に、古典統計力学では位相空間*1なるものを考

え、その中を仮想的に分割して、多くの（番号のつ

けられた）細胞に分割するようなことをする。*2

これに対して、量子力学で考えると、箱の中の粒

子が電子などのミクロな粒子の場合、その運動エネ

ルギーは離散的になっているという結論がごく自然

にでてくるのである。

このことを少し見ておこう。

量子力学の教えるところによると電子などのミク

ロな実体は、粒子の性質に加えて波の性質も持って

∗ あくまで講義メモなので講義中に書いた図などは基本的
に載せていない（講義を受けることが前提）。また、誤り
やタイプミスが含まれているかもしれない。使用には注
意する事。 無断で転載・複製を禁ずる。第 1.7 版 (2011

年 7月 1日)
*1 後の章で述べる。
*2 多くの統計力学の教科書では、このような方法で統計力学
の原理が最初に述べられる。詳しい事は後の章で述べる。

いる。実際、電子線を結晶にあてると、回折パター

ンが現れることが実験的に知られている。回折の現

象は電子の波動性を考えないと説明ができない。

このようなミクロの実体（量子と呼ぶ）の運動を

ニュートンの運動方程式などで古典力学的に取り扱

う事はできず、量子力学が必要となる。量子力学の

詳細は量子力学の教科書にゆずるとして、ここでは

次のことを認めることにしよう。

p =
h

λ
(1)

これをド ·ブロイ (de Broglie)の関係式という。こ

の式で、pは量子の運動量、λは量子に付随する波

の波長*3、そして h をプランク (Planck) の定数と

いう。(h = 6.6 × 10−34(J · s))
ここでは、ともかく電子にはなんらかの波動性が

ある、と考えていれば良い。この電子が先ほど述べ

た１次元の箱に入っているとしよう。この場合は波

が、長さ L の空間に閉じ込められているのである

から、両端が固定されたギターやバイオリンの弦

の振動と同様に、決まった波長の定常波がたつであ

ろう。その波長は λ = 2L
n のように飛び飛びにな

る。ただし、n = 1, 2, ... である。（n − 1 個の節が

できる。）

この結果をド・ブロイの関係式に入れると、運動

量が飛び飛びになり、したがって運動エネルギーも

離散的になることがわかるであろう。簡単な計算

*3「振動しながら空間を移動する粒子」というイメージは間
違いである。この付随する波とは抽象的な確率の波であ
り、その波の振幅の絶対値の２乗が、その場所に量子が観
測される確率に比例する。このテキストではこれ以上ふ
れない。興味のある人は量子力学の本を参照の事。

38



から

En =
p2

2m
=

n2h2

8mL2
(n = 1, 2, ...) (2)

を得る。このそれぞれの離散的な状態は固有状態と

呼ばれ、それぞれ異なるエネルギーを持つ。*4また、

nのことを量子数という。一番低いエネルギー状態

は n = 1のときであるが、これを基底状態とよぶ。

n = 2の状態は第１励起状態と呼ばれる。同様に n

の状態は第 n − 1励起状態と呼ばれる。

水素原子を回っている電子や、調和振動子を考え

ても、基本的には上で述べた箱の中の粒子と同じこ

とで、波をある限定された空間に束縛したといえる

から、やはりそのエネルギーは飛び飛びとなる。*5し

たがって、量子力学ではこの離散的な固有状態を微

視的状態と考えればよい。

結局、古典力学においても量子力学においても、

離散的な微視的状態を考えることにより、5.2節で

述べた統計力学の原理が記述される。

さて、この節の最後に調和振動子を量子力学で解

いたときの、エネルギー状態の結果を示す。*6

調和振動子は古典力学でも量子力学でも最も基本

的で重要な系のひとつである。後で、次の結果を使

用して統計力学で固体の比熱の計算をしよう。

En = h̄ω

(
n +

1
2

)
(3)

ここで量子数 n = 0, 1, 2...であり、h̄はプランク

の定数 hを 2π で割ったもの (= h/2π)である。ま

た、ωは古典的な調和振動子の角振動数である。*7こ

の式より調和振動子のエネルギーは等間隔でその間

隔は h̄ω であることがわかる。

5.5 カノニカルアンサンブル（正準集団）

-熱浴中の熱平衡

*4 同じエネルギーを持つ異なる状態も考えられる。これを
縮退しているという。このテキストでは簡単のためこの
ような場合は考えない。

*5 ただし、その n 依存性はそれぞれの系によって当然こと
なる。

*6 導出の仕方は量子力学の教科書を参照せよ。
*7 バネ定数 k、質量mの時、ω =

√
k/m。

ミクロカノニカルアンサンブルによって統計力

学の計算が可能であることを 5.2節で示した。しか

し、その方法は、場合の数である Ωを計算せねばな

らず、必ずしも容易とは言えないであろう。

これに対して、温度 T の熱浴につかっている系

を考える。この場合、カノニカルアンサンブル（正

準集団）(canonical ensemble) とよばれる方法が使

える。この方法では、後で導入するボルツマン因

子(Boltzmann factor)を計算すればよく、平均値の

統計力学的計算がミクロカノニカルアンサンブルよ

りもはるかに容易になる。

さて、熱浴につかっている系は熱は透すが、粒子

の出入りは無く、また、変形しない壁で囲まれてい

るとする。その系としては、箱に閉じ込められた理

想気体のようなものでも良いし、固体（たくさんの

原子からなり、それらの原子は平衡点（格子点）の

まわりで振動をしている。すなわち、たくさんの調

和振動子の集合体で近似できる）のようなものでも

良い。

いずれにしても、その系のエネルギーは前節での

議論により、とびとびになっているであろう。その

エネルギーを小さいものから大きいほうに順になら

べて、E1、E2、E3...Er...とし、それぞれのエネル

ギー状態（固有状態）に 1, 2, 3...r... と番号を付け

る。これらをこの系の微視的状態とする。

さて、この系が rという微視的状態（そのエネル

ギーは Er）にあって、熱浴が Eh というエネルギー

を持っていたとしよう。系と熱浴をあわせた全体

は、孤立系であり、全体のエネルギーE0 = Er +Eh

は一定である。また、熱浴なるものの性質から考え

て、Er ¿ Eh あるいは Er ¿ E0 とする。

ここで、温度 T の熱浴につかっている系が微視

的状態 r(エネルギーは Er) にある確率 Pr を求め

よう。このとき、系ではなく熱浴の方へ注意を向け

てみよう。全体のエネルギーは E0 で一定であるか

ら、系が Er というエネルギーを持つ確率 Pr は、熱

浴が Eh = E0 −Er というエネルギーを持つ巨視的

状態の確率に比例しているだろう。この確率は、熱

浴が Eh というエネルギーを持つ場合の熱浴の微視

的状態の数 Ωh に比例していると考えられる。すな
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わち、
Pr ∝ Ωh(Eh)

これは、
∑

r Pr = 1になるように規格化 *8した形で

Pr =
Ωh(E0 − Er)∑
r′ Ωh(E0 − Er′)

(4)

と書ける。5.2節より、熱浴のエントロピーは

Sh = k lnΩh

となるであろう。これを

Ωh = exp
(

Sh

k

)
の形にして、式 (4)に代入すると

Pr =
exp

(
Sh(E0−Er)

k

)
∑

r′ exp
(

Sh(E0−Er′ )
k

) (5)

が得られる。

ここで、Er ¿ E0 であるから、熱浴のエント

ロピー Sh(E0 − Er) を Er でテイラー展開してみ

よう。

Sh(E0 − Er) = Sh(E0) −
(

∂Sh(E0)
∂E0

)
V,N

· Er

+
1
2

(
∂2Sh(E0)

∂E2
0

)
V,N

· E2
r + ... (6)

この式で、右辺の第 2項は熱浴の温度の逆数を表し

ている。
1
T

=
(

∂Sh(E0)
∂E0

)
V,N

したがって式 (6)の右辺の第 3項は[
∂

∂E

(
1
T

)]
E=E0

≈ 0

となるであろう。なぜならば熱浴の定義からいっ

て、熱浴の温度は Er の変化によっては、ほとんど

変動しないからである。

こうして、

1
k

Sh(E0 − Er) ∼
1
k

Sh(E0) −
1

kT
Er (7)

*8 すべての状態に対する和をとったとき 1 になるようにす
ることを規格化という。

となる。

さて、ボルツマン定数と熱浴の温度の積 kT、あ

るいはその逆数 1/(kT )は熱エネルギーとして頻繁

に登場するので、

β ≡ 1
kT

(8)

なる記号を導入しよう。式 (7) を式 (5) に代入し、

β を使ってまとめると、

Pr =
exp(Sh(E0)

k ) exp(−βEr)∑
r′ [exp(Sh(E0)

k ) exp(−βEr′)]

=
exp(−βEr)∑
r′ exp (−βEr′)

(9)

ここで、分配関数 (partion function)とよばれる

量を導入する。

Z ≡
∑

r

e−βEr (10)

これを使って式を書き換えると

Pr =
e−βEr

Z
(11)

が得られる。この式で指数関数の部分をボルツマン

因子 (Boltzmann factor)と呼ぶ。

このようにして、重要な結論、系が温度 T の熱浴

中におかれたとき、ある特定の状態 Er をとる確率

はボルツマン因子 (= exp(−βEr))に比例する、が

得られた。すなわち、熱浴につかった系のレプリカ

の集団（アンサンブル）を見渡したとき、Er のエネ

ルギー状態にあるレプリカの数はボルツマン因子に

比例する。これはどの微視的状態も同じ確率で見出

されるミクロカノニカルアンサンブルとは異なり、

カノニカルアンサンブル（正準集団）とよばれる。

ボルツマン因子 exp(−Er/kT )を少し眺めてみよ

う。温度が一定の場合、エネルギーの高い状態ほど

出現する確率が減ることがわかる。すなわち、この

カノニカルアンサンブルでは、温度一定の場合、そ

のレプリカの分布は、エネルギーの高い状態ほど少

なくなるようになっている。一方、温度が高くなっ

てゆくと、その分布は変化してゆき、エネルギーの

高い状態にその分布が広がってゆくことがわかる。
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次に、このアンサンブルでの平均エネルギー E

を求める。これは次のようになる。*9

E =
∑

r

PrEr = −∂ lnZ

∂β
(12)

すなわち、分配関数 Z(式 (10)) を求めることによ

り、その系のアンサンブル平均を求めることがで

きる。

次にこのアンサンブルの分散と標準偏差を求め

る。分散や標準偏差は、その分布が平均値の周りに

どの程度ばらついているか、別の言葉でいえば分布

の幅はどのくらいかという目安となる量である。分

布が与えられた場合、その分布の平均値と分散や標

準偏差を述べれば、その分布の特徴を大雑把に示し

たことになる。

さて、一般的に分散 σ2 は ∆E ≡ E − E とお

くと、

σ2 ≡ (∆E)2 = (E − E)2 = E2 − E
2

(13)

で定義される。ここでオーバーラインはアンサン

ブル平均を表わす。単に、∆E の平均をとってもそ

の分布の幅は求まらない。なぜなら、(∆E) = 0と

なってしまうからである。*10そこで、二乗した量の

平均をとる。これはゼロか正の量である。これが分

散 σ2 である。ただし、次元的には二乗した量なの

で、この平方根をとることがある。これが標準偏差

σ である。すなわち、

σ ≡
√

(∆E)2 (14)

となる。

カノニカルアンサンブルでは分散は

σ2 =
∂2 ln Z

∂β2
(15)

で求まる。*11

ところで、カノニカルアンサンブルの標準偏差と

平均値の比 ( σ

E
)を見積もってみよう。式 (15)より

*9 これを導くのは演習問題とする。
*10 平均値の周りに正負に同じようにばらついているだろう。
これの平均をとるとゼロになる。

*11 これも演習参照。

σ2 ∼ kT 2CV であるから*12

σ

E
=

(kT 2CV )
1
2

E
∝ N

1
2

N
∼ 1√

N

ここで、CV も E も N に比例する量であること

を使用した。一般に、N ∼ 1023 であるから 1√
N

　 ∼ 10−11 となり、ゆらぎは非常に小さい量とな

る。すなわち、系と熱浴の間にはエネルギーのやり

とりがあるが、たくさんの粒子よりなる系ではその

ゆらぎは小さく常に E ∼ E（一定）と考えられる。

こうして、巨視的な系（E と E + δE の間にあ

る）を一定エネルギーを持つ孤立系と考えて計算し

ても、その平均エネルギー E が E に等しくなる適

当な熱浴に熱的接触していると考えて計算しても、

これらの結果に差は生じないことがわかる。すなわ

ち、ミクロカノニカルの方法で計算しても、カノニ

カルアンサンブルの方法で計算しても同じ答えを得

る。しかし、カノニカルアンサンブルを用いると、

平均値の計算がはるかに容易になる*13。カノニカ

ルアンサンブルを使った具体的な実例については次

節で述べよう。

5.6 カノニカルアンサンブルの例題 1

— 二準位系の平均エネルギーと熱容量

いま、N 個の独立な粒子からなる系があるとしよ

う。おのおのの粒子は −ε0（基底状態）と +ε0(励

起状態）の２つのエネルギー状態しかとりえないと

する。これを二準位系という。*14

この系の巨視的な量である平均エネルギー E と

熱容量 C をカノニカルアンサンブルの手法で求め

てみよう。（同じ問題をミクロカノニカルアンサン

ブルの手法で解いても、同じ結果が得られる。これ

は演習問題にて行う。）

*12 これを求めよ。
*13 Ωを数えることをしなくてよくなる。
*14 現実的な例としては、磁場中に置かれた電子スピンを考
えればよい。電子スピン（スピン角運動量は 1

2
h̄）は磁

気モーメントを持ち、磁場に対して平行か反平行の向き
しか取れない事が知られている。このとき、反平行の時、
−ε0 の磁気的なエネルギーを持つとすれば、平行のとき
は +ε0 のエネルギーを持つ。詳しくは量子力学の教科書
を参考にせよ。
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この系が温度 T の熱浴につかっているとす

る。*15手順としては、1) １つの粒子に対する分配

関数 Z を求め、2) 平均エネルギーを 5.5 節の式

(12) を用いて求め、3) 熱容量をその温度微分より

求める。

1) 分配関数 Z

分配関数は、すべての状態に対してボルツマン因

子の和をとったものである。*16 いまの場合は、二つ

しか状態がないので、１つの粒子に対する分配関数

を Z1 と書くことにすると、

Z1 =
∑

r

e−βεr = e−βε0 + e+βε0 (16)

となる。

この式は双曲線関数*17 を用いて、

Z1 = e−βε0 + e+βε0 = 2 cosh(βε0) (17)

と書いても良い。

N 個の独立な粒子に対する分配関数 Z は

Z = ZN
1 (18)

となる。この理由は以下で述べる。

2)平均エネルギー E

1個の粒子の平均エネルギー εは、5.5節の式 (12)

を用いて、

ε = −∂ lnZ1

∂β
(19)

を計算すればよい。その結果、

−∂ ln Z1

∂β
= −∂ ln(e−βε0 + e+βε0)

∂β

= −ε0

(
−e−βε0 + e+βε0

e−βε0 + e+βε0

)
= −ε0 tanh(βε0) (20)

となる。

*15 直接熱浴を持ち出さなくても、考えている巨視的な系を
多くの同等な部分に分けたとき、ひとつの部分の周辺部
分が熱浴の役割を果たし、熱浴につかっている系と同等
とみなすこともできるだろう。

*16 5.5節の式 (10)

*17 cosh x = ex+e−x

2
, sinh x = ex−e−x

2
,

tanh x = sinh x
cosh x

, coth x = cosh x
sinh x

独立な N 個の粒子全体では、平均エネルギーは

E = Nε (21)

となる。

これは、式 (18)より、直接、

E = −∂ lnZ

∂β
= −N

∂ lnZ1

∂β
= Nε (22)

と、求められる。すなわち、独立な N 個の粒子の

分配関数は 1個の分配関数のN 乗 (Z = ZN
1 )にし

ておけば良い事がわかる。

3) 熱容量 C

CV =
(

∂E

∂T

)
V

=
(

∂E

∂β

)(
∂β

∂T

)
(23)

これを計算すると、

CV = Nk
( ε0

kT

)2 1
cosh2

(
ε0
kT

) (24)

を得る。*18ただし、β = 1/kT の関係を使った。

x = 2ε0
kT として上の式を書き換えると、

C =
Nkx2ex

(ex + 1)2
(25)

となる。*19横軸 x、縦軸 C のグラフにすると、C は

極大を 1つ持つ事がわかる。*20このような二準位系

の熱容量はショットキー異常(Schotkky anomary)

とよばれ、実験的にも実際に観測されている。

5.7 カノニカルアンサンブルの例題 2

— 調和振動子の平均エネルギーと熱容量

こんどは、温度 T の熱浴に 1 個のミクロな調和

振動子がつかっている場合の平均エネルギーと熱容

量を求めてみよう。

手順は二準位系の場合と全く同じになる。異なる

のは、1 個の調和振動子のエネルギー εn が基底状

態よりエネルギー間隔が h̄ω きざみで等間隔に並ん

でいることである。このことはすでに、5.4節の (3)

式に示したが、再びここに書いておく。

εn = h̄ω

(
n +

1
2

)
(26)

*18 実際に確かめよ。
*19 実際に確かめよ。
*20 実際にグラフを書いて確かめよ。
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ここで n = 0, 1, 2...であり、h̄はプランクの定数 h

を 2π で割ったもの (= h/2π) である。*21 また、ω

は古典的な調和振動子の角振動数である。

二準位系ではエネルギー状態は二つしかなかった

が、調和振動子では無限個存在する。さて、それで

は二準位系と同様にして解いてみよう。

1) 分配関数 Z1

Z1 =
∞∑

n=0

e−βεn =
∞∑

n=0

e−βh̄ω(n+ 1
2 )

= e−β 1
2 h̄ω

∞∑
n=0

e−βnh̄ω

= e−β 1
2 h̄ω(1 + e−βh̄ω + e−2βh̄ω + ...)

= e−β 1
2 h̄ω 1

1 − e−βh̄ω
(27)

最後の一つ前の式で、括弧の中の和は初項 1、公

比 e−βh̄ω の無限等比級数になっていることに注意

せよ。

2)平均エネルギー ε

上の結果より、

ln Z1 =
[
−β

1
2
h̄ω − ln(1 − e−βh̄ω)

]
が得られる。これから、1個の調和振動子の平均エ

ネルギーは

ε = −∂ lnZ1

∂β
=

1
2
h̄ω +

h̄ω

eβh̄ω − 1
(28)

となる。*22

3) 熱容量 C

CV =
(

∂ε

∂T

)
V

=
(

∂ε

∂β

)(
∂β

∂T

)
(29)

*21 h̄ = 1.055 × 10−27 erg · sec
*22 この式や (26) 式に現れる 1/2h̄ω の余分な項は零点エネ
ルギーとよばれるもので、量子の位置と運動量を同時に正
確に決める事ができないという不確定性原理に由来する。
すなわち、基底状態においても量子は運動をやめることは
できない。位置と運動量が両方とも決まった状態になっ
てしまうからである。しかし、このテキストではこれ以上
ふれない。興味のある人は量子力学のテキストを参考に
せよ。

より

CV = k
(βh̄ω)2eβh̄ω

(eβh̄ω − 1)2
(30)

を得る。*23

演習

1. カノニカル分布の平均エネルギー E が分配関

数 Z により、式 (12) で与えられることを示

せ。*24

2. カノニカル分布の分散 σ2 が、式 (15)で与えら

れることを示せ。

3. 窒素分子を窒素原子同士がバネでつながれた

調和振動子とみなしてみよう。このとき、窒

素分子の振動のエネルギーは Er = (r + 1
2 )h̄ω

(r = 0, 1, 2...) となる。ここで観測によれば

h̄ω は 0.3 eVである。温度が 1000K で熱平衡

の時、第 1励起状態にある分子数 n1 と基底状

態にある分子数 n0 の比 (n1/n0)を求めよ。*25

4. 以下の手順に従い、二準位系の例題 (5.6節)を

ミクロカノニカルの手法で解け。

（a）+ε0のエネルギーを持つ粒子数を n+、−ε0

の粒子数を n− とする。全体のエネルギー

は E = (n+ − n−)ε0 であらわされる。こ

れを巨視的状態としたときの、対応する微

視的状態の数 Ω(E)を求めよ。

（b）エントロピー S(E) を N と M と k で表

せ。ただし、M ≡ n+ − n− とした。*26

（c） 1
T =

(
∂S
∂E

)
V
の関係を使い、5.6 節の (20)

式、あるいは (21)式を導け。*27

5. F = −kT ln Z と書ける事を示せ。*28

*23 これを確かめよ。
*24 Er は β に依存しない。
*25 nr = N × e−βEr

Z
。ここで N は全粒子数、Z は分配関

数。ボルツマン定数 k = 8.62 × 10−5(eV/K)。
*26 S = k lnΩ。スターリングの公式を使い整理する。
*27 1/T = k/(2ε0) ln((N − M)/(N + M))。これをM に
ついて解く。

*28 ln Z を Fで表し、式 (12)を使って Eを計算してみよ。
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