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7 古典統計力学

古典統計であろうが、量子力学まで考慮しよう

が、統計力学の原理自体は変わるわけではない。し

かし、ミクロの粒子を支配している量子力学によれ

ば、束縛状態にある系のエネルギーはとびとびとな

るので、それを微視的状態とすれば良かった。これ

に対し、古典力学では多くの物理量が連続的に変わ

りえるので位相空間の細胞化などの工夫が必要にな

る。多くの教科書では、伝統的に古典統計力学から

話が始まるが、初心者には位相空間の話から入るの

が難しい面もある。このテキストでは位相空間を使

わない方法で話を進めてきたが、この章でこれにつ

いて述べる。

7.1 位相空間

古典力学では粒子の運動はニュートンの運動方

程式、

F = m
dv
dt

= m
d2q(t)

dt2
=

dp
dt

(1)

で決まる。これは粒子の位置 q(t) に関して 2 階の

微分方程式になっており、ある瞬間の粒子の運動状

態は、その位置座標 q(t)と運動量 p(t)(あるいは速

度)を指定することで記述できるであろう。*1

いま、１粒子の１次元の運動を考えよう。粒子の

位置は刻々とその位置を変えて１次元の座標系の中

を動き回るだろう。この運動を、縦軸に運動量 pを
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*1 この記述では運動量でも速度でもかまわないが、解析力
学のハミルトニアン形式では独立な変数を位置座標と運
動量にとる。よって、これ以後は速度は使わない。

とり、横軸に位置 x をとった２次元の座標系で記

述してみる。このとき、ある時刻での粒子はこの２

次元空間のある点 (x, p)を占め、やはり時間ととも

に動き回る。これがもっとも単純な位相空間(phase

space)である。

このように粒子の運動を位置と運動量の空間で表

現したものを位相空間と呼んでいる。１次元１粒子

の場合は、特にこのようなものを考える必要性も感

じられないであろう。しかし、多次元、多粒子にま

で拡張していったとき、位相空間も多次元になるが

位相空間のたった１点ですべての粒子の状態を表す

事が形式上可能になるのである。

多粒子の場合に移る前に、少し１次元での例を述

べよう。

１個の自由粒子（力が働かないので p =一定にな

る）の場合、その力学的エネルギーは

E = p2/(2m) = 一定 (2)

となるから、位相空間 (xp 面) 上であらわした運

動は p =
√

2mE なる x 軸に平行な直線の軌跡を

描く。

１次元調和振動子の場合は

E =
p2

2m
+

1
2
Kx2 (3)

は一定となるので、xp面上での軌跡は楕円、(
p√

2mE

)2

+

(
x√

2E/K

)2

= 1

となる。ここでK はバネ定数である。

3次元空間を 1粒子が動き回るときはどうなるで

あろうか。この粒子の位置座標を (x, y, z)、運動量

を (px, py, pz)とすると、位相空間は 6次元となり、
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この中の点 (x, y, z, px, py, pz) で状態が表される事

になる。*2

多粒子の場合に移ろう。n 個の粒子が１次元運

動をしているとする。これを位相空間で描くとど

うなるであろうか。それぞれの粒子はある時刻に

(q1, p1)、(q2, p2)、...(qn, pn)のような状態にあるか

ら、2n 次元の位相空間を考えれば、その中のたっ

た１点 (q1, q2, ..., qn, p1, p2..., pn) でその時のすべ

ての粒子の状態を表現できてしまうことになる。す

なわち、たくさん粒子を書くかわりに、次元を上げ

てその中の１点ですべての粒子の状態を表した、と

いうことである。これは数学的には同等なことであ

るが、たくさんの粒子からなる系の状態を指定する

ときは極めて有用な表現方法となるであろう。この

点のことを代表点と呼ぶ。

さて、n個の粒子が 3次元運動している場合はど

うなるであろう。このときは、1個の粒子ごとに 6

つの座標が必要であるから、結局 6n次元の位相空

間となる。

7.2 古典力学における系の状態の指定

古典力学においてその系のエネルギーは一般に、

E = E(p, q) と表すことができる。*3たとえば、式

(2)、(3)を見よ。古典的には pも qも連続変数であ

り、E も連続的に変化する。

さて、簡単のため 2次元の位相空間で話を進める

（すなわち、1粒子の 1次元運動）。E が一定の場合

（孤立系）を考えよう。粒子はこの位相空間の中を

ある軌跡を描く。このときこの系の状態はこの位相

空間内の代表点の場所で表される、と考えられる。

しかし、その場所は連続的に移動してゆくので、次

のようなことを考える。

1)位相空間を δq · δp = h0 に等しい面積*4を持つ

細胞に分割する。*5

*2 もちろん描く事はできない。抽象的な空間である。
*3 ここでは簡単のため (p1, p2, ...) を p と、(q1, q2, ...) を

q と置いた。これ以後は、ことわらずにそのような書き方
をする場合がある。

*4 2次元の位相空間の体積
*5 古典力学では h0 の大きさは不定性があり、いくらでも小
さくできるであろう。しかし、量子力学まで考えると、粒
子の位置と運動量は同時に正確には決めることができず、

2)各細胞に順序を決め、r = 1, 2, 3...と番号をつ

ける。

代表点はこのように決めた細胞の中を次々ととお

りぬけてゆくだろう。そこで、古典力学における系

の微視的状態 r とは、代表点が位相空間内の細胞 r

に見出される状態、と定義する。

n個の粒子が 3次元空間を運動している場合は、

1) 位相空間を (δq1 · δq2 · ...δq3n) · (δp1 · δp2 ·
...δp3n) = h3n

0 に等しい体積の細胞に分割する。

2)各細胞に順序を決め、r = 1, 2, 3...と番号をつ

ける。

とすれば、上と同じことが言える。

7.3 古典統計力学におけるミクロカノニカルアン

サンブル

微視的状態は上で見てきたように、位相空間内

のひとつ、ひとつの細胞に関するものである。この

他は、5章で述べた統計力学の原理がそのまま成立

する。

(a)等重率の原理

孤立系が熱平衡にあるとき、系が実現しうる微視

的状態（位相空間内で代表点が到達しうるすべての

細胞）は等しい確率で見出される。

(b) 系がある巨視的状態（位相空間内のいくつか

の細胞を含むある領域に対応）にいる確率は、その

領域の細胞の数、すなわち、その領域の位相空間の

体積に比例する。

例題

長さ L の箱に閉じ込められた 1 次元自由粒子に

おいて、この粒子が箱の左 1/3に見出される確率を

求めよ。

式 (2)が成り立っているので、2次元の位相空間

(xp 空間) 上で p = ±
√

2mE の軌跡を 0 < x < L

の間で描くであろう。すなわち、x = 0 と x = L

で壁に衝突するたびに、粒子の運動量は符号が反

転するだろう。この空間を細胞に分割する。細胞の

体積を意味あるものとするために、この粒子とる

エネルギーに幅を持たせることにする。すなわち、

δq · δp ≥ h に制限される。これは、不確定性原理として
知られている。ここで hはプランクの定数である。
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E ∼ E + δE の間にあるとする。この δE は、それ

によってできる軌跡の幅の中に十分細胞が含まれて

いるものとする。

このようにしてできた、位相空間内の代表点がと

り得るすべての細胞の体積を V0 としよう。*6一方、

粒子が箱の左 1/3にいる巨視的状態は、位相空間で

0 < x < L/3 の領域に代表点がいる状態、という

ことになる。この領域に含まれる細胞の数（微視的

状態の数）は、そのとり得る状態の位相空間の体積

( 1
3V0)に比例するから、結局、

箱の左 1/3にいる確率 =
1
3V0

V0
=

1
3

となる。

7.4 古典力学におけるカノニカルアンサンブル

ここでもその原理は 5 章で述べたのと変わらな

い。すなわち、系が温度 T の熱浴につかっている

とき、エネルギーが Er という状態 r で見出される

確率 Pr はボルツマン因子に比例して

Pr ∝ e−βEr (4)

となる。

ただし、Er は Er = E(q1, q2, ...., p1, p2...) のよ

うに q と p の関数になっている。また、状態 r と

は代表点が位相空間内で特定の細胞 rにいるという

事である。p、r は連続変数であるから、分配関数

や、平均エネルギーなどを求めるさい、これまでの

ように和をとるのではなく積分を取るのが便利であ

ろう。

そこで、確率密度 P を導入しよう。すなわち、系
の状態（代表点）が q1 ∼ q1+dq、q2 ∼ q2+dq、...p1 ∼
p1 + dq、p2 ∼ p2 + dq、...にある確率を

P(q1, q2..., p1, p2...)dq1dq2...dp1dp2... (5)

とおくのである。dq、dp はこの中に細胞がたくさ

んあるが、この区間では E は変化しない程度の大

きさにとる。

*6 実際には、この場合は面積であるが、一般的に記述するた
めに、2次元空間の体積=面積という意味でこう書いた。

3 次元で n 個の粒子がいる場合は、この確率密

度は

　 P(q, p)dqdp =
e−βE(q,p) 1

(h0)3n dqdp∫
e−βE(q,p) 1

(h0)3n dqdp
(6)

と書ける。ここで、q1, q2....q3n, p1, p2, ....p3nを q, p

と、また dq1, dq2, ...dp1, dp2...を dqdp と簡略化し

て書いた。式 (6)の中で dqdp
(h0)3n は dqdpの領域に含

まれる細胞の数を表わしている。

この式とすでに示してきた 5.5節の式 (9)

Pr =
e−βEr∑
r e−βEr

(7)

と式 (6) を比較してみると対応関係がわかるであ

ろう。

したがって、平均エネルギー E は

E =
∫

E(q, p)P(q, p)dqdp (8)

で求まる。*7

分配関数については注意が必要であるので次節で

導く。

例題　温度 T の熱浴につかった 1 次元自由粒子

の平均エネルギーを求めよ。

E(q, p) = p2/(2m)であるから、式 (6)と (8)より

　E =

∫
p2

2me−β p2

2m dp
∫

dq∫
e−β p2

2m dp
∫

dq

= − ∂

∂β
ln

∫
e−β p2

2m dp =
1
2
kT (9)

ここで、積分の公式∫ ∞

−∞
e−at2dt =

√
π

a
(10)

を使った。*8同様にして、3次元の場合は E = 3
2kT

となる。*9

この結果は、1 自由度あたり、熱エネルギーが
1
2kT ずつ分配されていることを示していて、後で

述べるエネルギーの等分配則の一例になっている。

*7
∑

r
ErPr に対応。

*8 実は、この積分を具体的に計算しなくとも答えは出せる。
*9 これを求めよ。
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7.5 N 個の粒子からなる理想気体の分配関数

いま、体積 V の箱に閉じ込められた N 個の粒子

からなる理想気体の分配関数を古典統計力学的に求

め、6.4、6.5節の結果と比較してみよう。

まず、古典統計力学における分配関数は式 (6)と

式 (7)を見比べて、

Z =
1

N !
1

(h0)3N

∫
e−βE(q.,p)dqdp (11)

となることが予想される。ただし、N !は、6.5節で

詳しく述べたように気体を扱うとき、粒子はすべて

同じで区別がつかないことの補正のため入れた。位

相空間の体積 h3N
0 については不定で、古典力学の範

囲では決めることができないので、後で考察する。

さて、この気体のエネルギーは各粒子の p の x、

y、z 成分を通し番号で 1 から 3N とつけている

ので、

E =
3N∑
i=1

p2
i

2m
(12)

と書ける。これから

Z =
1

N !
1

(h0)3N

∫
exp

[
−β

∑
i

p2
i

2m

]
dqdp

=
1

N !
1

(h0)3N

∫
e−β

p2
1

2m e−β
p2
2

2m ...e−β
p2
3N
2m dq1..dp1..dp3N

=
1

N !
1

(h0)3N

(∫
e−β

p2
i

2m dpi

)3N (∫
dq1dq2..dq3N

)

=
1

N !
1

(h0)3N

(√
2mπ

β

)3N

V N (13)

となる。最後から１つ前の式の積分は、式 (10) を

使って求めた。

この結果と、6.4節、式 (18)を 6.5節、式 (23)に

代入した結果、

Z =
1

N !

[( m

2π

) 3
2 1

h̄3

V

β
3
2

]N

(14)

と比べてみる。

h̄ ≡ h

2π

であることに注意すると

h0 → h（プランクの定数） (15)

と置けば同じ結果を与えることがわかる。*10これ

は、古典力学では決まらなかった h0が、量子力学的

にはプランクの定数とおけば良いことを意味する。

すなわち、位相空間の体積 dqdpには 1
h3N dqdpの

状態数がある。このやり方は、連続的な古典的な位

相空間を不連続的な量子力学的位相空間に変換する

便宜的な方法と言える。

こうして、量子力学との対応関係をとった結果、

分配関数は

Z =
1

N !
1

h3N

∫
e−βE(q.,p)dqdp (16)

と書けば良いことになる。

7.6 エネルギー等分配則

ある系のエネルギー E が

E(q1.., q3N , p1, ..p3N ) = (Aξ2 +その他の部分)
(17)

と書けたとする。ここで ξ は q1 から q3N、p1 から

p3N までのうちのひとつの変数とする。また、Aは

任意の定数である。このときの、ε ≡ Aξ2 の平均エ

ネルギーは係数 Aの値に関係なく

ε = Aξ2 =
1
2
kT (18)

となることを示せる（後で証明する）。

たとえば、

E = Aξ2
1 + Bξ2

2 + Cξ2
3 + · · · (19)

のような形をしている場合は、あらためて計算する

ことなく、たちどころに

E =
1
2
kT +

1
2
kT +

1
2
kT + · · · (20)

となることが言える。すなわち、このような場合、１

自由度あたり 1
2kT の熱エネルギーが分配されるこ

とになる。これをエネルギーの等分配則という。

先に具体的な例を示そう。

1)一次元調和振動子

E =
p2

2m
+

1
2
Kq2

*10 これを確かめよ。
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と書けるので、運動エネルギーもポテンシャルエネ

ルギーも式 (19)の形になっている。ただし、K は

バネ定数である。これより

E =
1
2
kT +

1
2
kT = kT

となる。

2)N 個の三次元調和振動子（あるいは 3N 個の

調和振動子）

E =
3N∑
i=1

(
p2

i

2m
+

1
2
Kq2

i

)
(21)

なのですべての項が式 (19) の形になっている。こ

れより
E = 3NkT (22)

この結果から、すぐさま、固体の熱容量を古典統

計力学で求めることができる。すなわち、6.1節の

アインシュタインのモデルで説明したように、固体

を 3N個の調和振動子の集合体と考えると、その全

エネルギーは式 (21) になるので、平均エネルギー

は式 (22) になる。熱容量はこれを温度で微分した

ものであるから

古典統計力学より求めた固体の熱容量 =

CV = 3Nk (23)

となる。これはすでに 6.1節で述べたように、高温

で固体の熱容量が 1モルあたり 3Rと一定であると

した、デュロン・プティの法則に一致する。

古典統計力学では固体の熱容量は温度に無関係

に 3R という結果になるが、6.1 節で示したように

低温では熱容量は小さくなってゆき、古典論は破綻

する。すなわち、低温ではエネルギーはとびとびに

なっているという量子力学の考え方を取り入れなく

てはならない。逆に、高温極限 (kT >> h̄ω) では

6.1節の式 (4)で示したように 3Nkとなり、古典統

計力学の結果、式 (23) に一致する。

3)2原子分子からなる理想気体の熱容量

１原子からなる理想気体のエネルギーは式 (21)

の運動エネルギーのみの部分で表されるから、その

平均エネルギーは等分配則から

E =
3
2
NkT

である。よって、モルあたりの熱容量は 3
2Rである。

もし、２原子分子からなる気体を考えると、粒子

間のポテンシャルは考えないとしても、２原子の重

心の並進運動に加えて、重心のまわりの回転運動の

自由度が増える。重心に原点をおいて固定した極

座標で回転を表したとき、θ に関する回転のエネル

ギーは

E =
1
2
I

(
dθ

dt

)2

=
1
2I

p2
θ

と書けるので、これも等分配の法則が使える。ここ

で、I は慣性モーメント、pθ ≡ I dθ
dt は回転にともな

う一般化運動量である。

すなわち 2原子分子１モルからなる気体の熱容量

は並進運動の自由度 3に加え、θと、更に、φに関す

る回転の自由度も増える*11（回転の自由度は結局、

全部で 2増える）と考え、CV = 5
2Rとなる。また、

更に高温になると、２原子分子間の振動の自由度が

加わる。このときは、CV（高温）= 7
2Rとなる。

エネルギー等分配の法則の証明

証明は 7.4節の例題の一般化になっている。

いま、式（17）の ε = Aξ2 を ε(ξ)と書くことに

する。εの平均エネルギーは

ε =
∫

ε(ξ)e−β(ε(ξ)+E′)dq1...dp3N∫
e−β(ε(ξ)+E′)dq1...dp3N

で計算できる。ここで E′ は式 (17)で ε以外の部分

とする。これを変形すると、

ε =
∫

ε(ξ)e−βε(ξ)dξ
∫

e−βE′
dq1...dp3N∫

e−βε(ξ)dξ
∫

e−βE′dq1...dp3N

ただし、分子、分母に現れる dq1...dp3N の中からは

dξ は取り除いてあるとする。

結局、ξ に対する積分のみ残り、

ε =
∫

ε(ξ)e−βε(ξ)dξ∫
e−βε(ξ)dξ

これは

ε = − ∂

∂β
ln

∫
e−βε(ξ)dξ (24)

*11 φに関する導出は省略する。

54



と書いても良い。ここで、ε(ξ) = Aξ2 を代入する

と、7.4節の例題の式と同じ形になっていることが

わかる。したがって

ε =
1
2
kT

を得る。

7.7 マクスウェルの速度分布

温度 T の熱浴で熱平衡にある理想気体の各粒子

の速度分布はどうなっているだろう。また、平均速

度や速度の二乗平均の平方根（標準偏差）はどのく

らいあるだろう。これは、カノニカル分布の手法で

すぐ求めることができる。

まず、運動量 pを持つ状態が出現する確率 P は

P (p) ∝ e−β
∑

i

1
2m (p2

x+p2
y+p2

z)

と書ける。規格化因子を含めて速度で表すと、

P (vx, vy, vz)dvxdvydvz =(√
m

2πkT

)3

e−
m

2kT (v2
x+v2

y+v2
z)dvxdvydvz (25)

これをマクスウェルの速度分布とよぶ。ここで、速

さ v ≡
√

v2
x + v2

y + v2
z の分布を求める。極座標で

考え、θ と φで積分すると 4πv2dv となるから、

P (v)dv = 4πv2

(√
m

2πkT

)3

e−
m

2kT v2
dv (26)

が得られる。この分布から平均の速さが

v =
∫ ∞

0

vP (v)dv =

√
8kT

mπ
(27)

と求まる。

同様にして、 √
v2 =

√
3kT

m
(28)

を得る。

演習

1. 理想気体の分配関数（式 (14））から、ヘルム

ホルツの自由エネルギー F を求め、6.3節の式

(9)と 6.4節の式 (13)より理想気体の状態方程

式と定積熱容量を求めよ。

2. 式 (24)を実際に計算し、ε = 1
2kT を示せ。

3. 次のようなエネルギーを持つ１次元の非調和振

動子が温度 T の熱浴につかっている。

E =
p2

2m
+ aq4 (29)

ただし、aは任意の定数である。

（a）運動エネルギー（第１項）の部分の平均エ

ネルギーを求めよ。

（b）　ポテンシャルエネルギー（第２項）の部

分の平均エネルギーを式 (24) を出発点と

して求めよ。*12

4. 式 (27)、(28) を求めよ。次の積分公式を使っ

ても良い。∫ ∞

0

e−ax2
x2ndx =

(2n − 1)!!
2n+1

√
π

a2n+1

ここで、(2n − 1)!! = (2n − 1)(2n − 3)...3 · 1∫ ∞

0

e−ax2
x2n+1dx =

n!
2an+1

5. 式 (27)を使い、室温（300K）の酸素分子の平

均の速さが 445 m/s 程度になることを求めな

さい。

*12 右辺の第 2 項が q の 4 乗になっていることに注意しな
さい。式 (24) の ε(ξ) の部分に aξ4 を入れて計算する。

y = β
1
4 ξ なる変数変換をしてみよ。積分を実行しなくと

もこの問題は解ける。
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